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CLASA a XII-a

Problema 1. a) Aratati ca existd o functie f : R — R care admite o primitiva
F :R — R astfel incat (f o F) (x) = 25, pentru orice = € R.

b) Aratati ca nu existd o functie f : R — R care admite o primitivi F' : R — R
astfel incat (f o F') (z) = x°, pentru orice x € R.
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Problema 2. Fie P € R[X] un polinom cu toate radacinile reale distincte. Aratati
ca pentru orice numere reale distincte a < b avem inegalitatea

(P(b)P'(b) = P(a)P'(a)).
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Problema 3. Fie (G,-) un grup cu proprietatea ca oricare ar fi z,y € G, = # e,
exista n € N* — care depinde de = si de y — astfel incat 2™ = y (e este elementul
neutru al grupului). Aratati ca:

a) G este finit.
b) Numarul elementelor lui G este numar prim.
¢) Orice grup cu un numar prim de elemente are proprietatea din enunt,.
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Problema 4. Fie A un inel i a un element neinversabil al inelului cu proprietatea
ca exista b € A astfel incat ab = 1.

a) Aratati ca daca ax =1, x € A, atunci a(1 4+ b — za) = 1.

b) Demonstrati ca exista o infinitate de elemente ¢ € A avand proprietatea ca ac = 1.



Problema 1. a) Aratati ca existd o functie f : R — R care admite o primitiva
F :R — R astfel incat (f o F) (x) = 25, pentru orice = € R.

b) Aratati ca nu existd o functie f : R — R care admite o primitivd F' : R — R
astfel incat (f o F) (x) = x°, pentru orice = € R.

Solutie. a) Un exemplu este functia f: R — R, f(z) = /922

b) Avem f(F(x)) = 2° si cum functia g : R — R, g(z) = 2° este bijectiva,
va rezulta ca F' este injectiva; deoarece F' este derivabila, deci continua, obtinem
cd F este strict monotond. Asadar F'(x) = f(z) > 0, pentru orice z € R sau
F'(z) = f (z) < 0, pentru orice x € R, ceea ce este evident fals, cata vreme functia
g:R =R, g(x) = 2° nu are semn constant pe R.

Problema 2. Fie P € R[X] un polinom cu toate radacinile reale distincte. Aratati
ca pentru orice numere reale distincte a < b avem inegalitatea
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/ (P'(z))*dz > S (P(b)P'(b) = P(a)P'(a)).
Solutie. Fie 21 < 2 < --- < x, radacinile reale ale lui P. Derivand relatia
1;/ ((5)) =37, P obtinem PP"” — (P')? < 0. Integrand, obtinem cerinta.

Problema 3. [Laurentiu Panaitopol] Fie (G,-) un grup cu proprietatea ca oricare
ar fi x,y € G, x # e, exista n € N* — care depinde de z si de y — astfel incat 2™ =y
(e este elementul neutru al grupului). Aratati ca:

a) G este finit.
b) Numarul elementelor lui G' este numar prim.
¢) Orice grup cu un numar prim de elemente are proprietatea din enunt.

Solutie. a) Fie x # e si (x) subgrupul sau generat in G. Cum pentru orice y € G
exista n € N* astfel incat 2" = y, deducem cad G = (x), deci G este ciclic. Cum
exista m € N* astfel incat =™ = e, deducem ca ordinul lui z este finit, deci G este
finit.

b) Fie p ordinul lui G. Cum orice grup ciclic are ¢(p) generatori, iar din punctul a)
rezulta ca orice element nenul e generator al lui G, obtinem ¢(p) = p—1, i.e. p este
prim.

c¢) Fie G un grup cu p elemente, p prim si  # e un element al grupului. Avem G =
{e,z,22%,...,eP1}. Cum orice element din G este de forma 2™, n=1,2,...,p — 1,
iar (Zp, ) este grup, rezulta ca G are proprietatea din enunt,.

Problema 4. Fie A un inel i a un element neinversabil al inelului cu proprietatea
ca exista b € A astfel Incat ab = 1.

a) Aratati ca daca ax =1, x € A, atunci a(1 +b—za) = 1.

b) Demonstrati ca exista o infinitate de elemente ¢ € A avand proprietatea ca ac = 1.



Solutie. a) Avem a(l+b—za) =a+ab—aza=a+1—(ax)a=a+1—-1-a=
a+1l—a=1

b) Fie S multimea {¢c € A | ac = 1}. Functia f : S — S, f(x) = 14+ b — za este
bine definitd. Cum f(z) = f(y) = xa = ya = = = xab = yab = y, functia este
injectiva.

Pe de alta parte, nu exista z € S astfel ca f(x) = b, deoarece am avea za = 1 = ax,
i.e. a ar fi inversabil, fals. Deducem ca f nu este surjectiva, deci S este infinita.



